TEMA 3.- LIMITS I DERIVADES

LIMIT D°UNA FUNCIO

En e calcul i les seves aplicacions sovint ens interessa pels valors f(x) d’una funcio f
guan x esta molt a prop d’ un nombre a, pero no és necessariament igual a a.

De fet en molts cas lafuncio no esta definida per a.
La pregunta que ens podem fer és:

Si xsapropamési mésa a( perd z # a) , f(X) S apropa cada vegada més a un
nombreL ?

f(@)

Exemplel

Un fisic desitja mesurar una quantitat quan la pressié de l'aire és zero. Al ser
impossible aconseguir un buit perfecte al laboratori, una forma natural d'abordar el
problema es mesurar la quantitat a pressions cada vegada més petites. Si quan
anem disminuint la pressié , la quantitat s'acosta a un determinat valor, L , podem
assegurar que a pressié nul-la el valor de la magnitud buscada és L.

EXEMPLE2

Per definir la recta tangent en un punt P del grafic d'una funcié , es suficient donar
el pendent ade la recta. Per determinar a, escollim qualsevol altre punt Q sobre el
grafic i considerem la recta que passa per P i Q. Aquesta recta s'anomena recta
secant. Si anem apropant Q a P els pendents de les successives rectes secants
tendiran al valor del pendent de la recta tangent. Quan Q tendeix a P els
successius pendents de les rectes secant tendeixen al pendent de la recta tangent.
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lima =a
P—Q !

recta tangent

:.:: recta tangent rectes secants

recta secant

Exemple 3
2 =t(@r-1
Sigui la funcié 2 , volem saber el seu limit quan © — 4
Sabem que per:
X f(x) X f(x)
3.9 5.35 41 5.65
3.99 5.485 4,01 5515
3.999 5.4985 4.001 5.5015
3.9999 |5.49985 40001 |5.50015
3.99999 |[5.499985 | |4.00001 |5.500015

Observem que en un interval de la variable x entre 3.9 i 4.01 el valor de la funcié
oscil-la entre 4.01i 5.65.

Si anem disminuint l'interval de la variable x , va disminuint l'interval del valor de la
funcié.

Veiem que el limit , valor al que tendeix la funcié quan la variable x tendeix a 4 , és

5.5.
—— ——
4-5 4 X 4+6 55. ¢ 55 fX) 554,
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lim = (3¢ 1) = %(34—1) _ %(11) _55

z—4 2

Podem donar |a seglient definicié de limit.

Considerem un interval obert que conté a valor a . Sigui f una funcié definida per
tots el nombres de I’interval excepte possiblement ai sigui L un nombre real.

L’ afirmacio lim f(z) = L significa:

Tr—a

Ve>0 36>0 talque Si O<lz—al<d lavors |f(z)-L|<e

VELOCITAT MITJANA
Unade les raons principals per alainvencié del calcul va ser la necessitat de trobar una
manera d’ estudiar el comportament dels objectes en moviment

Considerem € problema d’ obtenir una definicio satisfactoria de la velocitat o rapidesa
d’un objecte en un instant donat.

Comencarem suposant que I’ objecte es mou en liniarecta.

Podem definir velocitat mitjana durant un interval de temps; v = %

on D ésladistanciaentre laposicio inicia del’ objectei laposicio desprésde t unitats
de temps.

Lavelocitat mitjana no ens dona cap informacio sobre la velocitat en un instant donat.

Exemple

Suposem que un cotxe surt de la ciutat A a la 1.00 PM i viatja en una carretera
recta arribant a una ciutat b , distant 150 km d'A, a les 4.00 PM.

o 0=10 5oty
La velocitat mitjana és de 3 .
Aixo ho vol dir que sabem quina és la velocitat que porta el cotxe, per exemple, a

les 2.30 h PM . Per saber-ho necessitariem informacio sobre el moviment a prop de
les 2.30 hPM .

Suposem que a les 2.30 h PM el cotxe estd a 80 km de la ciutat A i ales 2.35 h PM
esta a 84 km.

A I'haver restringit l'interval la velocitat mitjana en ell s'acostara més a la velocitat
que porta el cotxe just ales 2.30 h PM :
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4
v =5 =48 kM,
"

Malgrat aquesta aproximacié , encara no estem segurs de la velocitat just a
l'instant de les 2.30 h PM .

Evidentment obtindriem una millor aproximacié al moviment en aquest instant si
reduissim l'interval de temps, per exemple entre les 2.30 h PM iles 2.31 h PM .

Sembla que el millor procediment seria agafar intervals de temps propers a les
2.30h PM cada vegada més petits i estudiar la velocitat mitjana en cadascun d'ells

Observem que aixo6 ens condueix al limit.

Utilitzem conceptes matematics per aconseguir una definicié de la velocitat instantania.

Suposem que la posicio d un objecte movent-se en linia recta pot ser representada per
un punt P sobre unarecta.

Suposem que coneixem la posicio de P en tot instant en un interval donat de temps.

Sigui f(t ) lafuncié que ens diu la coordenada del punt P en qualsevol instant. Aquesta
funcio s anomenafuncié de posicio de P.

Mesurant el temps amb un rellotge, per cadat € punt P esta a f(t) unitats de I’ origen

Per definir la velocitat de P en I'instant a , investigarem la velocitat mitjana en un
interval detemps proper a (a+ h), on h ésun petit interval de temps.

L es posicions corresponents a P vindran donades per f(a) i f(at+h) .

f('a) flat+h)

Observem que en & temps h € canvi deposicio del punt P és.  f(at+h) - f(a)

Aixi lavelocitat mitjanade P durant |’ interval detemps: [a, at+h] sera
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f(at+h)- f(a)
h

Quan més petit sigui € valor absolut del temps h , aguests quocient més s’ asemblara a
lavelocitat dePal’instant a.

Velocitat mitjana =

Podem definir la velocitat instantania a l’instant a com el limit quan h tendeix a zero
de lavelocitat mitjana, sempre que aquest limit existeixi.

o(a) =1hingf(a+h}3_f(a)

Exemple

f(t)=t> -6t

La posicié d'un punt P sobre una recta ve donada per

(tens;f(f)enm).

Quan val la velocitat per t =4 s .
f4)=4-64=16-24=-8
f(A+h)=(4+h)’ —6(4+h) =16+ 8h + h? — 24— 6h = -8+ 2h + h?

f(4+h)—f(4) _-8+2h+h*—(-8) 2h+h* _
h h

2+h

o(d) = lim ZAER I 0y = 2y,

h—0 h h—0

40 -
30
20

10
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DEFINICIO DE DERIVADA

El [imit deduit per calcular la velocitat instantania del punt P és un dels conceptes
fonamentals del calcul:

Sigui f una funcié definida en un interval obert que conté un punt a.
Llavorsla derivadadef en e punta, f'(a), ve donada per:

f'(a) =lim

h—0

fla+h)=f(a)
h

Si comparem la definicié de derivada d’una funcio en un punt amb el concepte anterior
de velocitat instantania, deduim que:

w(t) = f'()
a v(t) |anomenarem funcio velocitat del punt P.

Direm gue lafuncié velocitat ésla derivada de lafuncio de posicio .

CONSIDERACIONS SOBRE LA DERIVADA

Diem que una funcié f és derivable en un interval obert (a, b) s és derivable en
qualsevol punt ce€ (a,b)

Per interval s tancats direm:

Una funcio6 és derivable en un interval tancat [a,b] s és derivable a (a,b) i existeixen
elslimits:
lim L@ =Sl

h—0" h h—0"

f(b+h) = f(b)
h

Aquests limits se'ls anomena respectivament derivada per la dretadef en e punt a i
derivada per I'esquerradef en e puntb.

Donada una funcio f i un conjunt S que conté els punts X on existeix la derivadade f ,
f'(X) , aaguesta nova funcio I’ anomenarem funcio derivada .

f|($) — lim f(l‘+h)—f($)

h—0 h
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Exemple :

Sigui la funcio

Determineu f'(x) .

() = i JE@ R = f(z)
f'(z) =lim ; =

h—0

f(x) = 32? -5z +4

lim3(gc+h)2—5(gc+h)+4—3x2—595+4

h—0

th(xz+2xh+h2)—5x—5h+4—3x2+5x—4

h—0 h
hm3aj2+6xh+3h2—5x—5h+4—3x2+5x—4
h—0 h

. 6zh +3h* -5h
lim—mM—

h—0

:l}ir%(6x+3h—5)=6x—5

INCREMENTS I DIFERENCIALS

Sigui f unafunci6. Considerem |’ equacié y= f(x).

En moltes aplicacions la variable independent x varia lleugerament i necessitem trobar
lavariaci6 corresponent de la variable dependent y.

S x canviade x; axy, llavors lamagnitud del canvi s escriu Ax

Ar =1z, -1 ( Increment de x)

Lavariable dependent canviaradesde yi1=f(x,) fins y,=f(xo)

Ay =y, -y, = flz,) - f(z) (Increment dey)
Y2
4y
Y1
AX
X1 X2

Podem utilitzar la notacié amb increments per la definicié de derivada d’ una funcié.

El que farem sera substituir la variacié h de la variable independent pel seu increment

AX.
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laderivada de lafuncio f és el limit de larad de I'increment Ay respecte I’ increment Ax
guan aquest darrer tendeix a zero

Y2 y
y y pendent der = Ay/ Ax
1

AX

X1 X2

Si Ax es va fent més petit la rectar tendeix a la recta tangent a la funcié en e punt
inicia x;.

Direm per tant que la derivada d’una funcié en un punt és e pendent
de larectatangent alafuncio en aguest punt

s . A
Geométricament es pot escriurequequan Az =0 = A_y = f'(z)
i

Llavors: Ay = f'(z)-Ax  quan Az =0

Sigui y=f(x) onfésderivable i Axunincrement de x.
Llavors:

= El diferencial dy de lavariable dependent y ve donada per dy=f"(x)-Ax

= El diferencial dx de la variable independent x ve donat per dx = Ax

fiz) =2
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Exemple
Sigui Y =2*—?+5c+4
Trobeu dy: el valor de dy per x=2 i Ax=-0.1
f'(z)=42°-62+5
dy = f'(z)dx = (4:133 — 6z + 5)dx
per x=2 dy = (42° - 62+5)dz = 25dx

per x=2 i Ax=dx=-01 ; dy = 25(-0.1) = -2.5

Concepte de velocitat instantania

Ara podem tornar a concepte de velocitat instantania d’'un mobil en moviment
unidimensional.

Definiem aguesta magnitud com:
o(a) = limf(a+h) - f

h—0 h

Aguesta expressio ens dona la velocitat a I'instant a d’un mobil que es mou en linia
recta segonslafuncio f( t).

v(a)=pendent de |la recta tangent

(t)

/ a h=A4t; ath

A partir d’aguest moment utilitzarem la lletra s per denotar funcions que representen
distancies mesurades alo llarg de linies rectes.
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Lacoordenada del punt P al’instant t sera s(t).
Lavelocitat en aguest instant sera v(t) = s'(t)
Aquesta funci¢ velocitat instantania |a podem escriure com:

_ds

ot) = dt

Exemple

La posicié d'una pedra que a partir del repds es deixa caure des d'un penyasegat ve
donada per x= 5, on x es mesura en metres i cap avall, quan t es mesura en
segons.

Determineu la velocitat en un instant t qualsevol.

dr d
o(t) = — = —(5t%) = 10t
0= = ™)
Observem que per cada valor de t ( tq, T2,
t3....) la velocitat és diferent , ja que el
pendent de la recta tangent a la corba que
representa la funcié x = 5-#, varia a cada

punt.

Concepte d’acceleracio

L’ acceleracid éslavariacio amb el temps de la velocitat instantania.

Es defineix acceleracio mitjana en un interval detemps At = t, —t; com larad entre la
variacio de velocitat i € tempstardat en variar.

_ﬁ_vz_vl
AL t. —t

2 1

a

Aquesta magnitud ens diu quin és el promig del canvi de la velocitat en I’interval de
temps A4t.

Igual que en €l cas de la velocitat, podem definir acceleracié instantania com e limit
de lavelocitat mitjana quan I’ increment de temps tendeix a zero.
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Exemple

La funcié de posicié d'un punt P que es mou sobre una recta ve donada per:
s(t) =t>—12t* + 36t — 20 (t en s;sen cm)

Descriviu el moviment de P a l'interval [0, 9].

Derivem per obtenir la funcié velocitat instantania:

u(t) =s'(t) = % = %(ﬁ —12¢* + 36t - 20) = 3t — 24t + 36 ()
Derivem la funcié velocitat per obtenir la funcié acceleracio:
dv d
= ! - = — 2 _ = — cm
a(t) = v'(t) = "= — (3" — 241 + 36) = 61 - 24 ( /92)

Deduim de la funcid v(t) que el punt P estd en repds quan:
v()=0, 3t-24t+36=0 , 3(t>-8t+12)=0 ; 3(t-2)(t-6)=0 = pert=2sit=6s.

interval de | signe de v(t) sentit del
temps moviment
O<t<?2 + dreta
2<t<6 - esquerra
6<t<9 + dreta

L'acceleracié és nullaper: 6 t-24=0 ; t=4s

interval de | signe de a(t)
temps

O<t<4 -
4<t<9 +

Deduim que inicialment per t =0 la velocitat és de 36 cm/s dirigida cap a la dreta i
amb acceleracié de -24 cm/s” que tendird a frenar el moviment del punt P.

Aquesta acceleracié negativa reduira la velocitat fins que per # = 25 el moviment
s'‘atura (v(2)=0), i com segueix |'acceleracié hegativa el punt P comengard a moure”s
cap a l'esquerra.

Fins a l'instant t= 6 s el punt P es moura cap a I'esquerra , pero abans d'aturar-se
novament, experimentard una inversié de l'acceleracié per t= 4s . En aquest moment
el moviment del punt P en lloc d'accelerar-se cap a l'esquerra s'anird frenant en
aquest sentit del moviment fins que per t=6 s s'aturara i a partir de llavors tant la
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velocitat com l'acceleracié seran positives , el que vol dir que el punt P anira
augmentant la velocitat i I'acceleracié cap a la dreta sense parar.

o | /s
v(t) >0 v
V() <0 /
40 vi) >0
‘\\\ / // at)
\ / /
\ /
20 N\ //
. N //
// \\4 B // //6 / 8
// > —
/ - T - /
-20 / \\\—r»,,, _—
a(t) >0
alt)<o0

APLICACIONS DE LA DERIVADA

Tots les quantitats que es troben en la vida diaria canvien en el temps. Com per
exemple:

= Unquimic pot estar interessat en la quantitat que certa substancia que es disol en
aigua per unitat de temps.

= Un enginyer eléctric pot estar interessat en la forma en que canvia € corrent
eléctric en un circuit per unitat de temps.

Suposem que la variable w és funcio del temps, w = f(t)
derivable.

Definim larad mitjana de canvi delafunciéo w=f(t) enl'interval, [t , t+h] com:
fE+h) - f(t)

h
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Definim larad de canvi delafuncié w =f(t) respectedet com:

%:f'(t):%ﬁgﬂt+h]z—f(t)

Exemples:

a) Un cientific troba que si s'escalfa certa substancia , la temperatura després de
t minuts , en l'interval O < ¢ < 5 min ve donada per:

T=ft=30t+6Jt+8 °C

1. Trobeu la raé mitjana de canvi de g(t) durant l'interval [4 , 4.41]

2. Trobeu la rad de canvi de f(t) per t=4 min

£(4.41) = 304.41+ 6441 +8=1529 °C

1- f(4)=304+6/4+8=140 °C
f(4.41) - f(4) 152.9-140 12.9 °oC
0.41 0.41 0.41 /rin
dT _d 1,2 3
"(t)=——=—(30t + 6yt +8) =30+ 6=(t)2 =30+ —
). = =a ( ) 2 Jt
' 3 0
f'@=30+-—~==315"C/ .

/2

b) Llencem una pedra a un llac i déna lloc a ones circulars. Suposant que el radi de
les ones després de t segons és de 40t centimetres, trobeu la raé de canvi
respecte tde |'area del cercle format per I'ona.

r=f(t)=40-+ cm
Area del cercle de radi r
A=gr* =

A(t) = 2{r(t)]’ = 2 [40t]" = 16007-t? cm?

Quan canvia * en un dt l'area canviara en
un dA:
dA d

— = (160071") = 320071 em
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it de 12 m d'altura i 6 m
de radi de la base.

Bombegem aigua al dipésit a raé de 150 L/min.

determineu la raé de canvi del nivell d'aigua quan la profunditat és de 3 m.

G=150 L/min

Observant la figura podem relacionar els triangles
rectdngles de bases R i r,

_H2 B8 o5y
7"

El volum d'aigua en un moment donat sera:

v=lrg = E-7z(o.5h)2-h e
3 3 12

El que necessitem saber és el canvi d'altura dh en el temps en funcié del canvi de
volum dVdaigua dins del dipdsit en el temps :

av 3 . ,(dh dh 12 (dV
Per tant: — | = —7mh"| — — =
dt 12 dt dt 3m-h”\ dt

Per: h=3m i Uf:l_:f/ =150 L /min = 15010° m® / min

llavors:

dh _ 12 (dV\_ 4 gy _
(%j C 3zh2\dt j 3 (15010 ) =0.0212 T%nin =212 cT%nin

No sempre trobem canvis respecte del temps, podem trobar magnituds que
experimenten canvis respecte altres magnituds. Veiem uns quants exempl es:

a) La resisténcia electrica dun fil de Cu de longitud fixa és inversament
proporcional al quadrat del diametre D.

Determineu la rad de canvi de la resisténcia R respecte el diametre D .

C
R = f(D) =77
@ 4(0), 50
dD dD\ D? D?




b) La férmula de la dilatacié adiabatica de l'aire és: P-V** = C' on Pés la pressié
i Vel seu volum.

Determineu 'expressié que ens ddna el canvi de la pressié quan canvia el volum :

()
d V adiabaticament

PV*=C llavors P=CV™

P _d

— (CVE) =-14CV
dv —dv

SiV=1L i C=12.78 Pa:m?® , e canvi delapressi6 a canviar el volum serd:

(d_P) :i(g.ww) _
AV AV

-3\(-2.4) _ 7.2 _ 7 —
—1.412.78 (10%)?% = -17.89210"% =1.12810 P%n 2 =112810" Py

¢) Una escala de 20 m de llarg esta recolzada contra un edifici vertical. La base de
I'escala rellisca horitzontalment a raé de 2 cm/s.

Determineu la velocitat en que rellisca l'altre extrem de l'escala quan es troba a 12
m d'altura.

20m

[}
[}
[}
[}
[}
|
|
12m:
[}
[}
[}
[}
[}
[}
[}
[}
[}
[}

L'escala , la paret i el terra formen un triangle rectangle de 20 m d'hipotenusa.

Pel teorema de Pitdgoras:  /2° +y° = 20°

llavors:  y = /400 — z?
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. . dx
Si sabem la forma en que canvi en el temps la x, v, = E =2 Cm/g , sabrem la

forma en que canvia en el femps la y, i el ritme del canviquany =12 m ix =16 m.

dy d NI 1 -2z (da:j
=W (Jago- )= —L [ X
RAT dt( 7 2 200 22 \ dt
-z -16 -32
v = v, = v = 2

' Ja00-2 v Jao—168 12

_ 2B emy
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Regles Generals de Derivacio

1. i(c)=0

dx
2 i(cyg)zc

dx

d 1
3._ n — n

(")

d daf | dg
4, —(f+tg)="L+"2

d:v(f ) dxr dx

d af
5 — =c—

7 (cf) e

d af dg
6. — =g+ f—=

dx(fg) el fd$
L (£ _\d/dz)g—f(dg/d)
de\g) 9
S.ﬁ:d—fd—u (Reglade lacadena)

dr du dz

du 1
952@

du

10, 4 _ A/ du

dz  dz/du
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Derivades de les funcions trigonometriques

1 —sinxz =coszx
dx

2. —cosz =-sinz
dx

d
3. —tanz =
dx cos“ x

) 1
4, —arcsinzx =
dx 1-2°

d 1
5. —arccosz = —
dx 1- 22

=1+ tan’z

d
6. —arctanz =

dx 1+ z°

Derivades de les funcions exponencials i logaritmiques

1 iloga T = log, ¢ 1
T z-lna
2. —lnz ==
z z
3 ia’ =a"lna
dx
4. ieI =e"
dx
5. iu” = vu”_l—u+u”l u@
dx dx dx
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Demostracio de les derivades de les funcions
simples

f(z)=C
(x-l—h) f(m) c—-C img—
Fi(z) = ;Ho ;Ho A —%Hoh—()
f(z)=C f'(z) =0
f(z) =1
i) = pim EIRIZIOD g 2ELZ2 i 2 i1 =

f(z) == fl(z)=1

f(z)=2" on neR

(m—i—h) f(x) (z 4+ h)" —
f'(z)= Lim = Lim .

h—0 h*,()

n n n n

O]xrz_h0+ 1 xfl_hl_}_ 2 x2'h2+"'+[n]ﬂ?0'hn—xn
Lim
h—0 h
Clea"l4nea" h+ Y (n—1a" R 4 4 1L R =
Lim
h—0 h
' /+7%\< n1+/ n—l 712.h_|_“.+hn71>_/
Lim =
h—0 7&

Lim (n S+ 12 n-(n—10)z"7% h+-+ h"’_l) =n-z""

h—0

fo)=o"  f'(z)=n-a"

LIMITS I DERIVADES 3-19



f(zx) =sinz

vy — o J(Eh) = f(x)
f'(z)= Lim .

h—0

sin(z +h) — sin(z) _
h

fr(x) = l}%zf{)}, ...<sina—sinﬁ = 2008[a;—6]~8i’n %D —

2 cos[ cos [2$ + h] - 8in [ﬁ] cos (a: + %) - 8in [ﬁ)
Lim 2 2 2) _

o b = Lim A = Lim A

T+ h+zx
2

ac—i—h—:v]
n

. h]
stn|— .
I’jiq)l{cos(x +%)}[ﬁg1| }%£2 ] <[ﬁ17()1% = 1> =cosx-1=cosz

f(z)=sinz . f'(z)=cosz

f(xr) = cosz

Fi() = Lim 1 1) = 5(2)

h—0 h
() = Lim cos(x+h)—cos(z) _ --~<cosa cos = —23in[a + ﬁ]-sin[a - 6]> _
h—0 h 2 2
23in[m+;+x]-sin[m+h_ﬂ sin[2m+h]~sin[ﬁ] cos(x+%)~sin[g]
Lim — = Lim — = Lim — stn =
h—0 h h—0 % h—0 %

sin | — .
Lim{sin(m+%>}-Lim| [2 ] ~~-<Limw = 1> =—stnz-1=—sinzx

h—0 h—0 }% z—0
2 x

f(z)=cosx | f'(:l:):—sinzz;
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f(z) =Ilnx

I (z+h)
f'(I)_Limf(x—’_h)_f(x)—Limln(x—i_h)_lnx = Lim———%— =
o h—0 h - h—0 h o h—0 -
1 1 i
Lim{ln Mh]l)im{ln[l#—ﬁh]l}im In 1—|—L = Limiln
h—0 T h—0 €T h—0 a%h h—0
1 1 {/Lm1 1 Lz'ml
% h—0 2 Z h—0x 1
Lim<ln 1+i = In{Lim 1—1—i :lne’z"“g—lnel—l
e 7h T T
1
f(z)=lnz fl(z)=—
Wi
Derivada de la suma de funcions
f(z) = u(z)+v(z)
f'($):€£7gf(m+h]i_f($) :l}@gu(x—l—h)-l—v(ac—l—hh)—u(x)—v(x) _
émlu(:v—l—h)—u(a:);v(x+h)—v(x) :[/%L u(x+h}f—u(m) n v(a:—l—h}f—v(x) _
Lim u(x—i—h}f—u(x) + Lim v(x—i—h})L—v(x) —w'(z) + ' (3)
f(x) = u(z) + v(z) f'(z)=u'(z)+v'(z)
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Regla de la cadena

f(x) =g(uw) on w=u(z) esdr f(z) =(gou)(z)=glu(z)]

SVICETVEY TRY S G
h=0 h Au

f'(x) =

on Au=u(z+h)—u(z)

Sebemquequan h — 0 (Az —0) llavors wu(z + Az) — u(x)

Esdir: s Az — 0,(h — 0) llavors Au — 0  (*)

Jaquef(x) = g[u(x)], podem substituir:

u(x + h)
A
- { u(x) f(x+h)=g[u(x+h)] on glu(x+h)]=g[u+Au]
/ i
/ x x+h  f()=gux)]
——
h

Fite) = pim[{EHN 2 I(0) Bul_p [Jot 1) = ()],
" Au h it Ay hs h
I = i SO IO g O — g pua)) ()

f(z)=(gou)(z)=gluxz)]  ['(2)=g'[u(z)] u'(z)
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Aplicacio de derivades logaritmiques

f(x)=¢€"

Sigui g(x)=Inf(x)

Calculem g'(x) aplicant lareglade la cadena: g'( )—m f'(x)
Pero: g(x):lnf(x):ln[ex}:x - g'x¥=1

Llavors: 1:i- f'x) - f'XN=fx) —» f'(x)=¢

f(x)
f(x)=¢" f'(x)=¢

Derivada d’un producte de funcions

f(X) =u(x)-v(x)
Sigui g(x) =In f(x) =In[u(x) - v(x)] = In[u(x)] + In[v(X)]

Calculem g'(x) aplicant lareglade lacadena: g(x)_ﬂ )+ (1X) vi(X)
Perd: g( )—m (9
Comparant: Tlx)-u'(x)+Tlx)-v'(x) :%- £(%)
| per tant;
F(x)= (- (ﬂ w00+ o v(x)j:[u(x)-v(x)]-(wlx)-u'(x)%x)-v'(x)j
£1(%) = V(X) - U'(X) + U(x)-V'(X)
f () =u(x) V(%) 100 = V() -u'(X) +u(x)-v'(x)
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Derivada d’un quocient de funcions

f (x) =2

v(x)

Sigui g(x)=Inf(x)= In{u( )} [In[u(x)] —In[v(x)]
V()

Caculem g'(x) aplicant laregladelacadena: g'(x)_ﬂ ()—ﬂ V'(X)
Pero: =——-f
o0 g'(¥ f( ” (%)
1
C : - ——— . f
omparant u( "y u'(x) ( 0 v'(X) ™ (x)
| per tant:

L u() - Ly
f'()=1(x)- ( 000 u'(x) ( 0 v( )j {V(X)} (u(x) u'(x) o V(X)j
u'(x) u(x)-v(x) wv(x)-u'(x)—u(x)-v'(x)

T TV VE(X)
f ()= 2 £ 1 = YOO-U ) ~U()- V()
V(X) V2(X)

Altres derivades

f (X) =tanx
Com: tanx = snx
COSX

Aplicarem la derivada d’ un quocient:

(sinx)"cosx—sinx-(cosx)' ©COsxX-cosx—sinx:(-sinx)

P = cos? X B cos® X
cos2 x+sin’x 1
cos®X  COS* X
f(x) = f'(x
() =tanx = cos2 X
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f (X) =arcsinx

Expressarem: y=arcsinx — Sny=X
Suposem les funcions: f(x)=arcsinx i g(x)=sinx

Lafuncié composta : h(x)=(ge f)(x) =sin(arcsinx) = x
Derivem aplicant laregla de |a cadena:
h'(x)=g'[f(¥)] f'(x)=cos f(X)]- f'(x)=cosy-f(x)

1 1 1

Pertant:  f'(X)=———= -
cosy \/l—sinzy J1- X%

jaque siny=x .

: 1
f(X)=arcsinx f'(X) =
1-x
f (X) = arccosx
Expressarem: y=arccosx — COSYy=X
Suposem les funcions: f(x)=arccosx i g(X)=cosx
Lafuncié composta: h(x)=(ge° f)(x) =cos(arccosx) = x

Derivem aplicant laregla de la cadena:

h'(x)=g'[f(X)] f'(x)=-sn[f(X)] f'(x)=-siny-f'(x)
1 1 -1

Per tant: f'(X)=———= =
—siny  _/1-co’y 1-x

jaque cosy=X .

-1
1-x?

f (X) = arccosx fi(x) =
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f (xX) = arctan x

Expressarem: y=arctanx — tany=Xx

Suposem les funcions: f(x)=arctanx i g(x)=tanx
Lafuncié composta: h(x) =(ge f)(x) =tan(arctanx) = x
Derivem aplicant laregla de la cadena:

.
cos’ y

1
1+tan’y 1+ X2

Fix = SOSYHSNTY = (L+tan?y)- £ (%)

h'(x)=g'[f(x)] f'(x)= oSy

Per tant: f'(x)=

jaque tany=x .

1
f (x) = arctan x f'(x)=
o (9 1+ X
f(x) =log, z
Tindrem em compte que:  log, N = log, N
' log, a
en efecte : § logN=X = a" =N (1

log N=Y = b =N (2
logga=72 = b =a 3
Substituint @ en(l) o =N — () =N — ¥ =N

i comparant amb (2) ,

bY:bZ-X_> Y:Z.X N X:Z = logaN:M
Z ' log, a
Aixi podemposar:  f(z) = log, * = Inz
' Ina
i per tant: frz)=—.1
Ina =z
, 1 1
f(x) = log, f'(z) =— —
Ina =z
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f(x)=a’

Suposem lafuncié: g(z) =In|[f(z)]=1In(a")=2-lna

Derivem : g’(x):L-f’(:z:) 0 g¢g'(z)=1Ina

f(x)

'na:L.'x — "(z)=(lna) f(x)=(na)a"
llavors: 1 f(x)f() f'(z)=(na) f(z) = (Ina)

f(z)=a" f'(x)=a"-lna
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